Transformasi-z
3.2 Invers Transformasi-z
Formasi inversi untuk memperoleh dari x(n) dari X(z) dapat diperoleh menggunakan
teorema integral Cauchy yang merupakan teorema penting dalam variabel kompleks.
Transformasi-z didefinisikan oleh

X () = 3 x(k)z*

Dengan mengalikan kedua ruas dengan 2" dan mengintegralkan kedua sisi melalui kontur
tertutup dalam ROC (Region Of Convergence) dari X(z) yang mencakup titik awalnya. Kontur
tersebut diilustrasikan pada gambar di bawah ini.
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Figure 3.1.5
Contour € for integral in
(3.1.13).

Karena deret tersebut konvergen pada garis luarnya, kita dapat menukar orde integrasi dan

penjumlahan pada ruas kanan.
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Dengan memakai integral Cauchy, yang menyatakan bahwa
1 . zazﬂl-—-k dz = 1, k:r”
2nj JC 0, k#£n
Dengan memakai kedua rumus di atas, maka rumus inversi yang diinginkan adalah

1
x(n) = P CX(Z}E"_I dz

T

3.3 Sifat-Sifat Transformasi-Z
1. Linearitas,
Jika
x1(m) «<— Xi(z)

Dan



xa(n) < X;(2)

Maka

x(n) = ayx(n) + azxa(n) «— X(2) = a1 X1(2) + a2 X2(2)
Contoh 1
Tentukan transformasi-z dan ROC dari sinyal
X(n) = [3(2") = 4(3")] u(n)
Jawab:
X1(n) = 2" u(n)
Xa(n) = 3" u(n)
Maka x(n) = 3x3(n) — 4x,(n) dan X(z) = 3X;(z) — 4X,(z). Ingat bahwa

a"uin) ——s gy ROC: |z] = |o|
Dengan memasukkan a =2 dan a = 3, diperoleh
%) =2 <> X0 = 75— ROC:kl >2
x2(n) = 3"u(n) < X,(z) = 3= ROCijzl >3
Irisan ROC dari X;(z) dan X;(z) adalah |z| > 3. Jadi transformasi X(z) keseluruhan adalah
X(@) = & : ROC: |z} = 3

1-2z71 131"
Contoh 2.
Tentukan transformasi-z sinyal
(a) X(n) = (cos mgn) u(n)
(b) X(n) = (sin @en) u(n)

Jawab:
(a) Dengan menggunakan rumus Euler, sinyal x(n) dapat dinyatakan sebagai
x(n) = (cos wyn)u(n) = %&f'"’““u{u] + %e‘““ﬂ"u(n}

Jadi X(z) dapat dinyatakan dengan

1 - .
X(z) = iZ{e*’“‘“"u{ﬂ}} + %Z{e R (n))

Dengan memisalkan o = e7*°(|a|= | €"°°| = 1) diperoleh
oyt I 1 =
e (m) [yt ROC:|z| = 1
and
1

e 1O gy ()

rppr— ROC: |z] =1

Jadi
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X(z)= ROC: |z] = 1

Sesudah beberapa manipulasi aljabar sederhana diperoleh hasil
1 — z7! cosay

05 L ROC: |z
(cos wyn )uin) T~ 2z coswp 422" OC: |z] =1

(b) Dari Identitas Euler

xin) = (sin wln)u(n) = %[E"““‘”u{nj - f_"""’:'"u{n}]
=T

Jadi
. 1 1 1
X@ = 5 (1 — T l—e‘f“ilz'1)1 ROC: [z] > 1
Akhirnya
=1 o
. ! sin
(sin e (n) ¢ T ROC: |z] = 1

" 1-2:cosayg+z-2°
2. Pergeseran waktu,
z
Jika x(n) & X(2)
Z
Maka  x(n—k) o z7%X(2)

Contoh 3.

Dengan memakai pergeseran waktu, tentukan transformasi-z sinyal x,(n) dan xs(n)
dalam contoh X,(n) ={1,2,5,7,0,1} dan Xs(n) ={0,0,1,2,5,7,0,1}

Jawab:

Xa(n) = x1(n +2)
Dan

X3(n) = x1(n - 2)
Maka diperoleh

Xa(z) = EEX]{"_-,} = 32 4+ 2245 -I—Tz_l + 73

Xsz) =z X1 =2 2+ 22+ 5+ T+

Contoh 4.

Tentukan transformasi sinyal

(n) = I, b=n=N-1
) = 0, elsewhere

Jawab:

Transformasi-z sinyal adalah



j"'.'r. - lf I= 1
L ifz#1
v #

N=1
X(:}=EI M =1+z"+ 4z
=l

Dengan menggunakan sifat liniearitas dan pergeseran waktu. Perhatikan bahwa x(n)
dapat dinnyatakan dari segi dua sinyal step unit.

x(n) = uln) = ulin — N)
Sehingga X(z) dapat ditentukan dengan

X(2) = Z{u(n)} — Z{un — N)) = (1 =2 MYZ{u(n))

Ziuin}l = ROC: |z = 1

1
1-z71

Scaling dalam Domain-z
Jika x(n) & X(z)ROC:r; < |z| <1y
Maka
a'x(n) — X{a_lz} ROC:

alr < |z] < lalr;

Untuk setiap konstanta a, real atau kompleks.

Bukti:
b [ 4]
Zla"x(m)} = Z a"x(n)z™" = E x(n)atz)™"
N=—00 A=—00
— X(a~' z)

Since the ROC of X(z) is r1 < |z| < 12, the ROC of X(a~!z) is
rl o< |a"']'z| < I3

or
lalry < {z[ < lalr2
Untuk pemahaman yang lebih baik tentang arti dan maksud sifat scaling, kita
menyatakan a dan z dalam bentuk polar sebagai a = re®® , z = re®® dan
memperkenalkan variabel kompleks yang baru o = a™'z. Jadi Z{x(n)} = X(z) dan Z{ax(n)} =

X(w). Hal itu dapat dilihat dengan mudah bahwa
w=alz= (]—r) el =)
Fo

Contoh:

Tentukan transformasi-z dari sinyal



(a) X(n)=a" (cos mgn) u(n)
(b) X(n) =a" (sin mon) u(n)

Jawab:

1-az 1l coswy

n
(a) a (COS wou(n) < 1-2az~1coswo+z~2 a?

az lsinwg

Ny
(b) a (Sll’l wou(n) < 1-2az"1coswg+z72 a?

Pembalikan waktu
Jika

xi(n) e X2,
Maka

x[—n) PN X{E_J},

Bukti, dari definisi sebelumnya kita mempunyai

Zlx(=n)) = Z x(—niz ™"

R=— 00

Dengan mengubah | = -n. ROC X(z'})" adalah
ro< |27V =

ROC untuk x(n) adalah inversi x(-n).

Contoh:

Tentukan transformasi-z dari sinyal

X(n) = u(-n)

Jawab:

Diketahui sebelumya bahwa

==

Y xthizh T =X

1=—00

or cquivalently

|z| > |a]

|z] > |al

ROC:ir = |zl =¥

1 1
ROC: — < |z| = —

ra

Ly

1
e

"2 1

Z
u(—n) Hi ROC: |z] <1

Maka

x(n) S X(2)

Z 1
u(n) ©_—=ROC: |z]>1
Bukti dengan mendefinisikan kedua sisi
dX(z1) Cnt R _
— = S o ==Y i)
R=—=00 H=—0o

—z Y Z{nx(n))

Kedua transformasi mempunyai ROC yang sama



Contoh:

Tentukan transformasi-z sinyal berikut

X(n) =na"u(n)

Jawab:

Sinyal x(n) dapat dinyatakan sebagai nx;(n), dengan x1(n) = a"u(n).

u) =a"un) < X1(2) = 7——.,  ROC:[z| > [al
Jadi dengan menggunakan u(n) & 1_;1 dapat diperoeh
z dX1(z) az”!
na"u(n) «— X(z) = -z = R ROC: |z| = |a
(1) (z) S A= a1 |z = la]

Jika diatur a = 1, maka akan didapatkan transformasi-z sinyal ramp unit

z Z_l

> TR=iTE ROC: |z| = 1

nu(n)

Contoh
Tentukan sinyal x(n) yang transformasi-z nya diberikan dengan

X(z) = log(l +az ™), |z| = |a]

Jawab:
Dengan mengambil turunan pertama X(z), kita peroleh
dX(z) = —az?
dz ~ 1l+4az™!

Jadi

dX@) 1
g =az [_“__—1—(—.:;-};—1}’ 2} > lal

Inverse transformasi-z dari kondisi dalam kurung adalah (-a)". perkalian z* menyatakan
tunda waktu dengan satu cuplikan (sifat pergeseran waktu), yang menghasilkan (-a)"
Yu(n-1). Akhirnya dari sifat deferensiasi kita mempunyai

nxin) = a[—a}"_iu(n - 1)
Atau
x(n) = {—1}”"1%u n—1)

Konvolusi dua barisan
Jika



¥y (n) < X1(2)

xa(n) < X2(2)
Maka

x(n) = x1(n) * x2(n) PILEN X(z)=X1(2)X2(2)

ROC x(z), sekurang-kurangnya adalah interseksi untuk X;(z) dan X;(z)
Bukti. Konvolusi dari x1(n) dan x,(n) didefinisikan sebagai

x(m) = ) xk)xn—k)

k=—00

Transformasi-z dari x(n) adalah

X(2)= Z x(n)z " = Z [ Z x1(k)xa(n —k}:! "

== A=—00 Lk=—00

zZ
Dengan mengubah orde penjumlahan dan pemakaian sifat pergeseran waktu x(n-k) <z
“X(z), diperoleh

X@= Y. xlik)[ 3 xg(n—k}z_”}

k=—0c n=—

=X2(z) ) nk)z ™ = X2 Xi(2)

=0
Contoh:
Hitung konvolusi x(n) dari sinyal-sinyal

x1(n) = {1, 2,1}

1, O0=n=35
(), elsewhere

xin) = {

Jawab:

Xi(z)=1-2z 14772

Xoz) =14z 4z 24z +274+ 7

X()=X(D)Xa(z) =1~z —z 04+277

Karena itu



x(n)={1,-1,0,0,0,0, -1, 1}
1
Hasil yang juga dapat diperoleh dengan memperhatikan bahwa
Xi(@)=Q0-z"Y

1—z0

Xo() = 1

X =(1—-z91-z%=1-z"'—z%+7"

Sifat konvolusi adalah salah satu sifat transformasi-z yang sangat berguna karena sifat
itu mengubah konvousi dua sinyal (domain waktu) menjadi perkalian transformasinya.
Komputasi dari konvolusi dua sinyal, menggunakan transformasi-z memerlukan
langkah-langkah sebagai berikut:

1. Hitunglah transformasi-z yang akan dicakup

X1(z2) = Z{x1(n)}

(time domain — z-domain)

X2(z) = Z{x2(n)}

2. Kalikan kedua transformasi-z
X(z2) = X1(2)X2(2), (z-domain)
3. Carilah inverse transformasi-z dari X(z)
x(n) = Z7HX(2)), (z-domain — time domain)

. Teorema nilai awal
Jika Z[x(n)] = X(z), maka x(0) = lim X(z)

Contoh :

Zz

Tentukan nilai awal x(0) jika X(z) =
z-09

Jawab:

0) = lim X(z)=1lim =1
K0) = lim X(z)=lim 5

7. Teorema nilai akhir

Jika Z[x(n)] = X(z), maka lim x(n) = IZirrll(z ~1)X(2)

Contoh :



Tentukan nilai akhir x(e) jika X(z2) =

z

z-09
Jawab:
. . . z
lim x(n) = lim(z ~1)X(2) = |ZIH11(Z -1) 09" 0
Tabel
Sifat-sifat transformasi-z
Sifat Sinyal diskrit | Transformasi-z ROC
Notasi x(n) X(z) ROC; ry < |z] <
x1(n) X1(z) 1
Xa(n) Xa(2) ROG,
ROGC,
Linieritas axi(n) + | aXy(z) + bXy(z); | Paling sedikit
bx,(n) untuk seluruh | interseksi antara
adanb ROC; dan ROCGC,
Penggesera | x(n—M) 2 MX(2) X(z) kecualiz=0
n waktu jika M>0, dan z
= oo, jika M<0
Pembalikan | x(-n) X(z ™Y (1/r1) < |z] <
waktu (1/r2)
Konvolusi x(n) * h(n) X(z) H(z) Paling sedikit
interseksi antara
ROC, dan ROC,
Perkalian nx(n) —zi[X(z)] ri<lz|<r,
dengan n dz
Perkalian a" x(n) X(z/a) lalr;< |z| <
dengan a" lalrs
Teorema x(0) !I_rJ; X(z)
nilai awal
Teorema rl1|_r)7010 X(n) [(z—1) X(x)];=-1
nilai akhir




Pasangan transformasi-z dan ROC-nya

Tabel

No Sinyal diskrit Transformasi-z ROC
1 o(n) 1 Seluruh z
2 | u(n) 1z |z] >1
1-z7% z-1
3 |a"u(n) 1z |z| > |a|
l-az' z-a
4 |na"u(n) az' | az |z] > |a]
(1—az’1) (z-a)
5 |[—-a"u(-n-1) 1z |z] < |a
l-az* z-a
6 |-na"u(-n-1) azt az |z]| < |a]
(i—az?f (z-af
7 | (cos Qon) u(n) 1-z'cosQ, |z| >1
1-2z cosQ, +272
2% —zc0sQ),
z? —2zc0sQ, +1
8 | (sin Qon) u(n) ztsinQ, |z] >1
1-2z'cosQ, +27°
3 zsinQ),
7% —2zc0sQ, +1
9 | (a" cos Qon) u(n) 1-az ' cosQ, |z| > |a]
1-2az ' cosQ, +a’z?
_ z%?-azcosQ,
7% —2azcosQ, +a’
10 | (a@"sin Qon) u(n) az'sinQ, |z| > |al

1-2az ' cosQ, +a’z™?
azsin Q,

z? —2azcosQ, +a’

Dari tabel terlihat bahwa transformasi-z tidaklah unik untuk suatu sinyal, tetapi yang

membedakan adalah ROC-nya. Misalnya untuk sinyal nomor 3 dan sinyal nomor 5,

transformasi-z dari keduanya adalah sama, tetapi

ROC-nya

berbeda.

Hal

ini

akan

merepotkan untuk keperluan praktis, sehingga biasanya untuk keperluan ini dipakai

transformasi-z satu sisi.






